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Аннотация. Для дифференциального уравнения второго порядка,
содержащего в правой части сумму слагаемых с правильно и быстро
меняющимися нелинейностями, устанавливаются условия существо-
вания и асимптотические представления быстро меняющихся реше-
ний при стремлении аргумента к особой точке.
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1. Введение
Рассматривается дифференциальное уравнение
y00 =
mX
i=1
ipi(t)'i(y); (1.1)
в котором i 2 f 1; 1g (i = 1;m), pi : [a; ![!]0;+1[ (i = 1;m) —
непрерывные функции,  1 < a < !  +1; 'i : Y0 !]0;+1[ (i =
1;m), где Y0 — односторонняя окрестность Y0, Y0 равно либо нулю,
либо 1, непрерывные функции при i = 1; l и дважды непрерывно
дифференцируемые при i = l + 1;m, такие, что
lim
y!Y0
y2Y0
'i(y)
'i(y)
= i (i = 1; l) для любого  > 0; (1.2)
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'0i(y) 6= 0 при y 2 Y0 ; limy!Y0
y2Y0
'i(y) 2 f0;+1g;
lim
y!Y0
y2Y0
'00i (y)'i(y)
'02i (y)
= 1 (i = l + 1;m):
(1.3)
Функции, удовлетворяющие условиям (1.2), называются правиль-
но меняющимися при y ! Y0 функциями порядков i (i = 1; l) (см.
монографию Е. Сенеты [1], Гл. 1, § 1, С. 9). Для них имеют место
представления вида
'i(y) =j y ji Li(y) (i = 1; l); (1.4)
где Li (i = 1; l) — медленно меняющиеся функции при y ! Y0, т.е.
такие, что
lim
y!Y0
y2Y0
Li(y)
Li(y)
= 1 для любого  > 0: (1.5)
Из условий (1.3) непосредственно вытекают предельные соотно-
шения
lim
y!Y0
y2Y0
y'0i(y)
'i(y)
= 1 (i = l + 1;m); (1.6)
в силу которых каждая из функций 'i при i 2 fl+1; :::;mg и ее прои-
зводная первого порядка являются быстро меняющимися функциями
при y ! Y0 (см. монографию В. Марича [2], Гл. 3, § 3.4, Леммы 3.2,
3.3, С. 91–92).
Определение 1.1. Решение y уравнения (1.1) называется
P!(Y0; 0)-решением, где  1  0  +1, если оно определено на
промежутке [t0; ![ [a; ![ и удовлетворяет следующим условиям
lim
t"!
y(t) = Y0; lim
t"!
y0(t) =

либо 0,
либо 1; limt"!
y02(t)
y00(t)y(t)
= 0: (1.7)
Известны результаты об асимптотическом поведении P!(Y0; 0)-
решений дифференциального уравнения (1.1) в случае, когда все сла-
гаемые в правой части уравнения (1.1) содержат правильно меняю-
щиеся нелинейности (см., например, работы [3, 4]). Предпосылкой
для таких исследований стали работы, в которых изучались двучлен-
ные дифференциальные уравнения второго порядка с отличной от
степенной функции нелинейностью (см., например, [5–10]).
В работах [11–15] рассматривались двучленные дифференциаль-
ные уравнения с быстро меняющейся нелинейностью. Случай, когда
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в правой части дифференциального уравнения (1.1) присутствуют
слагаемые с нелинейностями разного типа ранее не исследовался.
Целью настоящей работы является установление условий суще-
ствования P!(Y0; 0)-решений при 0 = 1 у уравнения (1.1), а та-
кже асимптотических при t " ! представлений для таких решений
и их производных первого порядка в случае, когда для некоторого
s 2 f1; :::;mg
lim
t"!
pi(t)'i(y(t))
ps(t)'s(y(t))
= 0 при i 2 f1; :::;mg n fsg; (1.8)
т.е. когда на каждом таком решении y уравнения (1.1) правая часть
уравнения эквивалентна при t " ! одному слагаемому с правильно
или быстро меняющейся нелинейностью.
Для P!(Y0; 1)-решений, как было установлено в работе [16], имеет
место предельное соотношение
lim
t"!
!(t)y
0(t)
y(t)
= 1; (1.9)
в котором
!(t) =

t; если ! = +1;
t  !; если ! < +1:
В силу (1.9) y(t) является быстро меняющимся решением при t " !.
При изучении таких решений в дальнейшем, не ограничивая общно-
сти, будем считать, что
Y0 = Y0(b);
где
Y0(b) =

[b; Y0[; если Y0   левая окрестность Y0;
]Y0; b]; если Y0   правая окрестность Y0;
и число b удовлетворяет неравенствам
jbj < 1 при Y0 = 0;
b > 1 (b <  1) при Y0 = +1 (Y0 =  1):
В работе [15], с использованием результатов из монографии
N. H. Bingham, C. M. Goldie, J. L. Teugels [17] (Гл. 3, п. 3.10, C. 178),
было показано, что дважды непрерывно дифференцируемая фун-
кция f : Y0(b)!]0;+1[, удовлетворяющая условиям
f 0(y) 6= 0 при y 2 Y0(b); lim
y!Y0
y2Y0 (b)
f(y) = Z0 2 f0;+1g;
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lim
y!Y0
y2Y0 (b)
f 00(y)f(y)
f 02(y)
= 1;
принадлежит т.н. классу  Y0(Z0), который был получен путем ра-
сширения класса  , введенного Л. Ханом (см., например, [17], Гл. 3,
п. 3.10, C. 175). При этом были указаны свойства таких функций,
которые будут использованы в дальнейшем.
Введем два числа
0 = sign b; 1 =

1; если Y0(b) = [b; Y0[;
 1; если Y0(b) =]Y0; b]:
Учитывая определение P!(Y0; 0)-решения дифференциального
уравнения (1.1), заметим, что числа 0 и 1 определяют знаки любо-
го P!(Y0; 0)-решения и его первой производной (соответственно) в
некоторой левой окрестности !. При этом ясно, что условия
01 = 1; если Y0 = 0; 01 = 1; если Y0 = 1
являются необходимыми для существования таких решений. Кроме
того, если выполняются условия (1.8), то при 0 = 1 в силу (1.1) и
определения 1.1
s0 = 1: (1.10)
2. Случай, когда главным в правой части уравнения
(1.1) является слагаемое с правильно меняющейся
нелинейностью
Положим при s 2 f1; :::; lg
s(y) =
yZ
Bs
du
's(u)
;
где
Bs =
8>>><>>>:
b; если
Y0R
b
dy
's(y)
= 1;
Y0; если
Y0R
b
dy
's(y)
= const :
Так как 0s(y) =
1
's(y)
> 0 при y 2 Y0(b), то функция s возра-
стающая на Y0(b) и существует обратная функция  1s : Zs(cs)!
Y0(b) такая, что
lim
z!Zs
z2Zs (cs)
 1s (z) = Y0; (2.1)
22 Быстро меняющиеся решения...
где
Zs = lim
y!Y0
y2Y0 (b)
s(y) =
8<:
0; если Bs = Y0;
+1; если Bs = b < Y0;
 1; если Bs = b > Y0;
Zs(cs) =

[cs; Zs[; если Y0(b) = [b; Y0[;
]Zs; cs]; если Y0(b) =]Y0; b];
cs = s(b):
В силу представлений (1.4), свойств медленно меняющихся фун-
кций (см. [1], Гл. 1, § 2, С. 15) и правила Лопиталя
lim
y!Y0
y2Y0 (b)
y
s(y)'s(y)
= 1  s: (2.2)
Введем также вспомогательные функции
Js(t) =
tZ
As
ps()d; Jss(t) =
tZ
Ass
Js()d;
где каждый из пределов интегрирования As, Ass 2 fa; !g и выбран
по аналогии с выбором Bs в функции s так, чтобы каждый из ин-
тегралов Js и Jss стремился либо к 0, либо к 1 при t " !:
Теорема 2.1. Пусть для некоторого s 2 f1; : : : ; lg выполняется не-
равенство s 6= 1. Тогда для существования у дифференциального
уравнения (1.1) P!(Y0; 1)-решений, удовлетворяющих условиям (1.8),
необходимо чтобы наряду с (1.10) выполнялось неравенство
s1(1  s)Js(t) > 0 при t 2]a; ![; (2.3)
и условия
s(1  s) lim
t"!
Jss(t) = Zs; lim
t"!
ps(t)Jss(t)
J2s (t)
= 1; (2.4)
lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
= 0 (2.5)
при любом i 2 f1; :::; lg n fsg;
lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)(1 + i)))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
= 0 (2.6)
при каждом i 2 fl + 1; :::;mg; где i — любое число из некоторой
односторонней окрестности нуля. Более того, для каждого такого
решения имеют место асимптотические представления
y(t) =  1s (s(1  s)Jss(t))[1 + o(1)] при t " !; (2.7)
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y0(t) =
Js(t)
 1
s (s(1  s)Jss(t))
(1  s)Jss(t) [1 + o(1)] при t " !: (2.8)
Доказательство. Пусть y : [t0; ![! R — произвольное P!(Y0; 1)- ре-
шение дифференциального уравнения (1.1), удовлетворяющее при
данном s 2 f1; :::; lg условиям (1.8). Тогда в силу (1.1) и (1.8)
y00(t) = sps(t)'s(y(t))[1 + o(1)] при t " !: (2.9)
Условие (2.3) и второе из условий (2.4) устанавливаются с исполь-
зованием схемы доказательства теоремы 3.3 из работы [18], которая
посвящена двучленному дифференциальному уравнению n-го поряд-
ка с правильно меняющейся нелинейностью. Кроме того, используя
схему доказательства данной теоремы, получим
s(y(t)) = s(1  s)Jss(t)[1 + o(1)] при t " !; (2.10)
y0(t)
y(t)
=
Js(t)
(1  s)Jss(t) [1 + o(1)] при t " !: (2.11)
Из (2.10) следует выполнение первого из условий (2.4) и асимптоти-
ческое соотношение
y(t) =  1s (s(1  s)Jss(t)[1 + o(1)]) при t " !: (2.12)
Здесь  1s является правильно меняющейся функцией порядка
1
1 s
при z ! Zs как обратная для правильно меняющейся при y ! Y0
функции s порядка 1  s 6= 0: Более того, в силу условий (2.4), су-
ществует t1 2 [t0; ![ такое, что функция z(t) = s(1 s)Jss(t)[1+o(1)]
такова, что limt"! z(t) = Zs и z(t) 2 Zs(cs) при t 2 [t1; ![: Поэтому, с
учетом свойств правильно меняющихся функций, соотношение (2.12)
можно переписать в виде (2.7). Кроме того, из (2.11) и (2.7) следует
справедливость (2.8).
Далее, поскольку при s 2 f1; :::; lg функции 'i (i = 1; l) являются
правильно меняющимися при y ! Y0; а функция z удовлетворяет
указанным выше условиям, то
'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)[1 + o(1)]))
= 'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))[1 + o(1)] при t " !:
Тогда, в силу (2.7) при i 2 f1; :::; lg n fsg
lim
t"!
pi(t)'i(y(t))
ps(t)'s(y(t))
= lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))[1 + o(1)]
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))[1 + o(1)]
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= lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
;
откуда, с учетом (1.8), при любом i 2 f1; :::; lg n fsg следует справе-
дливость условий (2.5).
При i 2 fl+1; :::;mg из (2.12), с учетом свойств функции z, имеем
lim
t"!
pi(t)'i(y(t))
ps(t)'s(y(t))
= lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)[1 + o(1)]))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
:
В силу монотонности функций 'i( 1s (z)) (i = l + 1;m) на промежу-
тке Zs(cs) для любых i из некоторой односторонней окрестности
нуля существует t2 2 [t1; ![ такое, что при t 2 [t2; ![
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)[1 + o(1)]))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
 pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)[1 + i]))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
 0;
откуда, с учетом (1.8) и предыдущего предельного равенства при лю-
бом i 2 fl + 1; :::;mg следует справедливость условий (2.6).
Теорема 2.2. Пусть для некоторого s 2 f1; :::; lg выполняется не-
равенство s 6= 1, условия (1.10), (2.3)–(2.5) и при любом i 2 fl +
1; :::;mg
lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)(1 + u)))
ps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
= 0 (2.13)
равномерно по u 2 [ ; ] для некоторого 0 <  < 1: Тогда у диф-
ференциального уравнения (1.1) существуют P!(Y0; 1)-решения, до-
пускающие асимптотические представления (2.7) и (2.8), причем
таких решений существует однопараметрическое семейство в слу-
чае, когда s > 1 и двупараметрическое — когда s < 1 и s1 = 1.
Доказательство. Применяя к уравнению (1.1) преобразование
s(y(t)) = s(1  s)Jss(t)[1 + u1(t)];
y0(t)
y(t) =
Js(t)
(1 s)Jss(t) [1 + u2(t)];
(2.14)
получаем систему дифференциальных уравнений8>>>>><>>>>>:
u01 = h(t)
h
(s   1)(1 + u1) + G(t;u1)s(1 s)Jss(t)(1 + u2)
i
;
u02 = h(t)
h
(1  s)(q(t)  1)(1 + u2)  (1 + u2)2+
+s(1 s)
2Jss(t)q(t)
G(t;u1)
(1 +R(t; u1))
i
;
(2.15)
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в которой
h(t) =
Js(t)
(1  s)Jss(t) ; q(t) =
Jss(t)ps(t)
J2s (t)
; G(t; u1) =
Y (t; u1)
's(Y (t; u1))
;
Y (t; u1) = 
 1
s (s(1  s)Jss(t)(1 + u1)); (2.16)
R(t; u1) =
mX
i=1
i6=s
ipi(t)'i(Y (t; u1))
sps(t)'s(Y (t; u1))
: (2.17)
Учитывая первое из условий (2.4), подберем число t0 2 [a; ![ так,
чтобы при ju1j  
s(1  s)Jss(t)(1 + u1) 2 Zs(cs); Y (t; u1) 2 Y0(b)
и рассмотрим систему (2.15) на множестве

 = [t0; ![D; где D = f(u1; u2) : ju1j  ; i = 1; 2g:
В силу (2.1) и первого из условий (2.4)
lim
t"!
Y (t; u1) = Y0 равномерно по u1 2 [ ; ]: (2.18)
Отсюда, с учетом (2.4) и вида функции G, следует что
lim
t"!
G(t; u1)
s(Y (t; u1))
= 1  s равномерно по u1 2 [ ; ];
т.е.
G(t; u1) = [1  s +R1(t; u1)]s(Y (t; u1))
и
1
G(t; u1)
=
1=(1  s) +R2(t; u1)
s(Y (t; u1))
;
где функции Ri (i = 1; 2) удовлетворяют условиям
lim
t"!
Ri(t; u1) = 0 равномерно по u1 2 [ ; ]: (2.19)
Следовательно, с учетом вида функции Y (t; u1), имеют место пред-
ставления
G(t; u1) = s(1  s)[1  s +R1(t; u1)]Jss(t)(1 + u1); (2.20)
1
G(t; u1)
=
1=(1  s) +R2(t; u1)
s(1  s)Jss(t)(1 + u1) : (2.21)
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Кроме того, покажем что
lim
t"!
R(t; u1) = 0 равномерно по u1 2 [ ; ]: (2.22)
Так как функции 'i при i 2 f1; :::; lg являются правильно меняющи-
мися при y ! Y0 (y 2 Y0(b)) порядков i, то в силу представлений
(1.4), с учетом свойств медленно меняющихся функций, имеем
'i(Y (t; u1)) = 'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)(1 + u1)))
= j 1s (s(1  s)Jss(t)(1 + u1))jiLi( 1s (s(1  s)Jss(t)(1 + u1)))
= j 1s (s(1  s)Jss(t)(1 + u1))ji
Li( 1s (s(1  s)Jss(t)))(1 + ri(t; u1))
= 'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))(1 + u1)i(1 + ri(t; u1)); (i = 1; l)
где функции ri таковы, что
lim
t"!
ri(t; u1) = 0 равномерно по u1 2 [ ; ]:
С учетом этих условий
lim
t"!
lX
i=1
i 6=s
ipi(t)'i(Y (t; u1))
sps(t)'s(Y (t; u1))
= 0 равномерно по u1 2 [ ; ]; (2.23)
поскольку в силу условий (2.5)
lim
t"!
lX
i=1
i 6=s
ipi(t)'i(Y (t; u1))
sps(t)'s(Y (t; u1))
= lim
t"!
lX
i=1
i6=s
ipi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))(1 + u1)i [1 + ri(t; u1)]
sps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))(1 + u1)s [1 + rs(t; u1)]
= lim
t"!
lX
i=1
i6=s
ipi(t)'i(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
sps(t)'s(
 1
s (s(1  s)Jss(t)))
= 0
равномерно по u1 2 [ ; ]: Из (2.23) и (2.13), в силу вида функции
R, следует (2.22). Учитывая (2.17), (2.20) и (2.21), систему диффе-
ренциальных уравнений (2.15) запишем в виде8<:
u01 = h(t) [f1(t; u1; u2) + (1  s)u2 + V1(u1; u2)] ;
u02 = h(t) [f2(t; u1; u2)  u1   2u2 + V2(u1; u2)] ;
(2.24)
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где
f1(t; u1; u2) = R1(t; u1)(1 + u1)(1 + u2);
f2(t; u1; u2) = (q(t)  1)((1 + u1) 1 + (s   1)(1 + u2))
+(1  s)q(t)R2(t; u1)(1 + u1) 1
+q(t)(1 + (1  s)R2(t; u1))R(t; u1)(1 + u1) 1;
V1(u1; u2) = (1  s)u1u2; V2(u1; u2) = u21(1 + u1) 1   u22:
В этой системе уравнений нелинейные слагаемые V1 и V2 удовлетво-
ряют условиям
lim
ju1j+ju2j!0
Vi(u1; u2)
ju1j+ ju2j = 0 (i = 1; 2);
а в силу второго из условий (2.4), с учетом (2.19) и (2.22),
lim
t"!
fi(t; u1; u2) = 0 равномерно по ui 2 [ ; ] (i = 1; 2):
Кроме того,
!Z
t0
h() d =
1
1  s
!Z
t0
Js()
Jss()
d =
1
1  s ln jJss()j

!
t0
= 1:
Запишем характеристическое уравнение матрицы коэффициентов
стоящих при u1 и u2 в квадратных скобках системы (2.24)
2 + 2+ 1  s = 0:
Так как s 6= 1, то это уравнение не имеет корней с нулевой дей-
ствительной частью. Тем самым показано, что для системы (2.24)
выполняются все условия теоремы 2.2 из работы [19]. Согласно этой
теореме система дифференциальных уравнений (2.24) имеет хотя бы
одно решение u = (u1; u2) : [t; ![! R2 (t  t0), стремящееся к
нулю при t " !. Каждому такому решению системы (2.24) в силу
замен (2.14) соответствует решение дифференциального уравнения
(1.1), допускающее при t " ! асимптотические представления (2.7)
и (2.8), причем это решение является P!(Y0; 1)-решением уравнения
(1.1). Более того, из этой теоремы следует, что уравнение (1.1) имеет
однопараметрическое семейство таких решений в случае, когда s > 1
и двупараметрическое — когда s < 1 и s1 = 1:
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3. Случай, когда главным в правой части
уравнения (1.1) является слагаемое с быстро меняю-
щейся нелинейностью
Положим при s 2 fl + 1; :::;mg
s = sign'
0
s(y)
и введем функцию
s(y) =
yZ
Bs
du
juj 12'
1
2
s (u)
;
в которой
Bs =
8>>><>>>:
Y0; если
Y0R
b
dy
jyj 12 '
1
2
s (y)
= const;
b; если
Y0R
b
dy
jyj 12 '
1
2
s (y)
= 1:
Функция s сохраняет знак на промежутке Y0(b); стремится ли-
бо к нулю, либо к 1 при y ! Y0 и является возрастающей наY0(b),
поскольку на этом промежутке 0s(y) = jyj 
1
2'
  1
2
s (y) > 0: Поэтому су-
ществует обратная возрастающая функция  1s : Zs(cs) ! Y0(b),
где в силу второго из условий (1.3)
Zs = lim
y!Y0
y2Y0 (b)
s(y) =

либо 0;
либо +1;
Zs(cs) =

[cs; Zs[; если Y0(b) = [b; Y0[;
]Zs; cs]; если Y0(b) =]Y0; b];
cs = s(b):
(3.1)
Далее, заметим, что0@ ' 12s (y)
jyj 12'0s(y)
1A0 = 1
jyj 12'
1
2
s (y)

1
2
  1
2
's(y)
y'0s(y)
  '
00
s(y)'s(y)
'02s (y)

:
Отсюда с учетом условий (1.3) и (1.6) получим соотношение0@ ' 12s (y)
jyj 12'0s(y)
1A0 = 1
jyj 12'
1
2
s (y)

 1
2
+ o(1)

при y ! Y0:
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Интегрируя это предельное соотношение на промежутке от Bs до y
и учитывая правило выбора предела интегрирования Bs в функции
s, получим
s(y) =   2'
1
2
s (y)
jyj 12'0s(y)
[1 + o(1)] при y ! Y0; (3.2)
откуда с учетом знака '0s также следует, что
signs(y) =  s при y 2 Y0(b): (3.3)
В силу (3.2) и (1.6) также имеем что
0s(y)
s(y)
  1
2
'0s(y)
's(y)
при y ! Y0;
00s(y)s(y)
02s (y)
 1 при y ! Y0:
Таким образом, функция s принадлежит классу  Y0(Zs) и согласно
лемме 2.5 из работы [15] в качестве дополняющей функции для s
соответственно может быть выбрана одна из эквивалентных функций
0s(y)
00s(y)
 s(y)
0s(y)
  2's(y)
'0s(y)
при y ! Y0: (3.4)
Так как
lim
z!Zs
z('s(
 1
s (z)))
0
's(
 1
s (z))
= lim
z!Zs
z'0s( 1s (z))j 1s (z)j
1
2'
1
2
s ( 1s (z))
's(
 1
s (z))
= lim
y!Y0
s(y)'
0
s(y)jyj
1
2
'
1
2
s (y)
=  2;
то функция 's( 1s (z)) является правильно меняющейся функцией
порядка -2 при z ! Zs.
Далее, введем также вспомогательные функции
J1s(t) =
tZ
A1s
p
1
2
0s() d; J2s(t) =
tZ
A2s
p0s()'s(
 1
s (1J1s())) d;
q1s(t) =
s1J2s(t)
p
1
2
0s(t)j 1s (1J1s(t)j
1
2'
1
2
s (
 1
s (1J1s(t))
;
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q2s(t) =
!(t)p
1
2
0s(t)'
1
2
s ( 1s (1J1s(t)))
j 1s (1J1s(t)j 12
;
H1s(t) =
y'0s(y)
's(y)

y= 1s (1J1s(t))
; H2s(t) =
y

'0s(y)
's(y)
0
'0s(y)
's(y)

y= 1s (1J1s(t))
;
в которых p0s : [a; ![!]0;+1[ — непрерывная функция, такая, что
p0s(t)  ps(t) при t " !, а пределы интегрирования A1s, A2s при-
надлежат множеству fa; !g и выбраны по аналогии с выбором Bs в
функции s так, чтобы каждый из интегралов J1s и J2s стремился
либо к 0, либо к 1 при t " !:
Теорема 3.1. Пусть для некоторого s 2 fl + 1; :::;mg функция ps
представима в виде
ps(t) = p0s(t)[1 + rs(t)]; где lim
t"!
rs(t) = 0; (3.5)
p0s : [a; ![!]0;+1[ — непрерывно дифференцируемая функция, rs :
[a; ![!]  1;+1[ — непрерывная функция, и справедливы условия
's(y)'
0
i(y)
'0s(y)'i(y)
= O(1) (i = l + 1;m) при y ! Y0: (3.6)
Тогда для существования у дифференциального уравнения (1.1)
P!(Y0; 1) — решений, удовлетворяющих условиям (1.8), необходимо
чтобы наряду с (1.10) соблюдались условия
s1J1s(t) < 0 при t 2]a; ![; (3.7)
1 lim
t"!
J1s(t) = Zs; lim
t"!
!(t)J
0
1s(t)
J1s(t)
= 1; (3.8)
lim
t"!
q1s(t) = 1; lim
t"!
q2s(t) = 1; (3.9)
lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (1J1s(t)))
ps(t)'s(
 1
s (1J1s(t)))
= 0 при i 2 f1; :::;mg n fsg: (3.10)
Более того, для каждого такого решения имеют место при t " !
асимптотические представления
y(t) =  1s (1J1s(t))
"
1 +
o(1)
H1s(t)
#
; (3.11)
y0(t) = 1p
1
2
0s(t)'
1
2
s (
 1
s (1J1s(t)))j 1s (1J1s(t))j
1
2 [1 + o(1)]: (3.12)
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Доказательство. Пусть y : [t0; ![! R — произвольное P!(Y0; 1)-ре-
шение дифференциального уравнения (1.1), удовлетворяющее при не-
котором s 2 fl + 1; :::;mg условиям (1.8). Тогда в силу (1.1), (1.8) и
(3.5)
y00(t) = sp0s(t)'s(y(t))[1 + o(1)] при t " !: (3.13)
Кроме того, для этого решения согласно (1.9)
y00(t) =
y00(t)
y0(t)
 y
0(t)
y(t)
 y(t) 

y0(t)
y(t)
2
y(t) при t " !:
В силу этого соотношения и (3.13) имеем
y0(t)
y(t)
2
= sp0s(t)
's(y(t))
y(t)
[1 + o(1)] при t " !:
Отсюда с учетом неравенства (1.10)
y0(t)
y(t)
2
= p0s(t)
's(y(t))
jy(t)j [1 + o(1)] при t " !:
Из этого соотношения с учетом знаков y и y0 находим
y0(t)
y(t)
= 01p
1
2
0s(t)

's(y(t))
y(t)
 1
2
[1 + o(1)] при t " !
или
y0(t)
jy(t)j 12'
1
2
s (y(t))
= 1p
1
2
0s(t)[1 + o(1)] при t " !: (3.14)
Интегрируя соотношение (3.14) на промежутке от t1 (t1 2 [t0; ![) до
t получим
y(t)Z
y(t1)
ds
jsj 12'
1
2
s (s)
= 1
tZ
t1
p
1
2
os()[1 + o(1)] d при t " !:
Поскольку согласно определению P!(Y0; 1)-решения y(t) ! Y0 при
t " !, то отсюда следует, что несобственные интегралы
Y0Z
y(t0)
ds
jsj 12'
1
2
s (s)
и
!Z
t0
p
1
2
0s() d
сходятся или расходятся одновременно. Ввиду этого факта и прави-
ла выбора пределов интегрирования A1s и B1s в введенных раннее
32 Быстро меняющиеся решения...
функциях J1s и 1s, установленное выше соотношение может быть
записано в виде
s(y(t)) = 1J1s(t)[1 + o(1)] при t " !: (3.15)
Отсюда с учетом условий (3.1) и (3.3) следует, что справедливо нера-
венство (3.7) и первое из условий (3.8). Кроме того, из (3.14) и (3.15)
имеем
y0(t)
jy(t)j 12'
1
2
s (y(t))s(y(t))
=
p
1
2
0s(t)
J1s(t)
[1 + o(1)] при t " !
и поэтому в силу (3.2)
!(t)y
0(t)
y(t)
 y(t)'
0
s(y(t))
's(y(t))
=  2!(t)J
0
1s(t)
J1s(t)
[1+ o(1)] при t " !; (3.16)
откуда ввиду (1.6) и соотношения (1.9) вытекает справедливость вто-
рого из условий (3.8). Из (3.15) следует, что
y(t) =  1s (1J1s(t)[1 + o(1)]) при t " !: (3.17)
Так как выполняется первое из условий (3.8), функция  1s (z) явля-
ется медленно меняющейся, а 's( 1s (z)) — правильно меняющейся
при z ! Zs порядка -2, то согласно теореме о равномерной сходимо-
сти для медленно меняющихся функций (см., например, [1])
 1s (1J1s(t)[1 + o(1)]) = 
 1
s (1J1s(t))[1 + o(1)] при t " !;
's(
 1
s (1J1s(t)[1 + o(1)])) = 's(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)] при t " !:
Ввиду этих асимптотических соотношений и (3.17) из (3.14) и (3.13)
следует, что имеют место асимптотические представления (3.12) и
y00(t) = sp0s(t)'s( 1s (1J1s(t)))[1 + o(1)] при t " !: (3.18)
Интегрируя последнее соотношение на промежутке от t2 до t, где
t2 2 [t1; ![ выбрано таким, чтобы 1J1s(t) 2 Zs(cs) при t 2 [t2; ![,
получим с учетом определения P!(Y0; 1) – решения соотношение вида
y0(t) = sJ2s(t)[1 + o(1)] при t " !:
Отсюда и из (3.12) следует выполнение первого из условий (3.9). Вто-
рое из условий (3.9) следует из (3.12), (3.18) и того факта, что для
P!(Y0; 1)-решений уравнения (1.1) limt"!
!(t)y00(t)
y0(t) = 1.
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Справедливость представления (3.11) непосредственно вытекает
из (3.17) и леммы 2.3 из работы [15], если учесть, что функция s 2
 Y0(Zs) и в качестве дополняющей функции выбрать gs(y) =  2's(y)'0s(y) .
Функции 'i (i = 1; l) являются правильно меняющимися при y !
Y0.  1s является медленно меняющейся при z ! Zs, как обратная
от быстро меняющейся функции s. Кроме того, функция z(t) =
1J1s(t)[1+ o(1)], с учетом первого из условий (3.8) и того факта, что
1J1s(t) 2 Zs(cs) при t 2 [t1; ![ (это вытекает из (3.15)), такова, что
существует t2 2 [t1; ![, для которого limt"! z(t) = Zs и z(t) 2 Zs(cs)
при t 2 [t2; ![. Следовательно, имеем
'i(
 1
s (1J1s(t)[1 + o(1)])) = 'i(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)] (3.19)
при t " ! (i = 1; l): Если же i 2 fl + 1; :::;mg n fsg, то каждая
из функций 'i удовлетворяет условиям леммы 2.2 из работы [15] и
в качестве их дополняющих функций могут быть выбраны соответ-
ственно функции gi(y) =
'i(y)
'0i(y)
. Тогда, согласно этой лемме с учетом
условий lim
t"!
 1s (1J1s(t)) = Y0,  1s (1J1s(t)) 2 Y0(b) при t 2 [t2; ![
и (3.6), получим
lim
t"!
'i

 1s (1J1s(t)) +
's(
 1
s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
o(1)

'i(
 1
s (1J1s(t)))
= lim
y!Y0
y2Y0 (b)
'i

y + gi(y)
'0i(y)'s(y)
'i(y)'0s(y)
o(1)

'i(y)
= lim
y!Y0
y2Y0 (b)
'i

y + gi(y)O(1)o(1)

'i(y)
= lim
y!Y0
y2Y0 (b)
'i

y + gi(y)o(1)

'i(y)
= 1:
Поэтому при i 2 fl + 1; :::;mg n fsg
'i
 
 1s (1J1s(t)) +
's(
 1
s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
o(1)
!
= 'i(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)] при t " !;
откуда, с учетом (1.6) и (3.11) имеем
'i(
 1
s (1J1s(t)[1 + o(1)]))
= 'i(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)] при t " ! (i = l + 1;m): (3.20)
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Из (3.11), (3.19) и (3.20) имеем
lim
t"!
pi(t)'i(y(t))
ps(t)'s(y(t))
= lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)]
ps(t)'s(
 1
s (1J1s(t)))[1 + o(1)]
= lim
t"!
pi(t)'i(
 1
s (1J1s(t)))
ps(t)'s(
 1
s (1J1s(t)))
(i = 1;m):
Из последнего равенства и (1.8) следует справедливость условий (3.10).
При установлении следующего результата наряду с введенными
ранее будем использовать также обозначения
hs(t) =
1
 1
s (1J1s(t))
p0s(t)'s(
 1
s (1J1s(t)))

0@p 120s(t)' 12s ( 1s (1J1s(t)))
j 1s (1J1s(t))j 12
1A0 ;
 s(t) =
Z t
t0
p
1
2
0s()j'0s( 1s (1J1s()))j
1
2d;
где t0 — некоторое число из промежутка [a; ![:
Теорема 3.2. Пусть для некоторого s 2 fl + 1; :::;mg функция ps
представима в виде (3.5), выполняются условия (1.10), (3.6)–(3.10)
и существуют конечные или равные 1 пределы
s = lim
t"!
H2s(t); lim
t"!
hs(t);
lim
y!Y0
y2Y0 (b)

'0s(y)
's(y)
0

'0s(y)
's(y)
2
ry'0s(y)'s(y) ; limt"!  s(t) 00s (t) 02s (t) :
(3.21)
Тогда:
1) если ss = 1; то у дифференциального уравнения (1.1) суще-
ствует однопараметрическое семейство P!(Y0; 1)-решений, допуска-
ющих асимптотические представления (3.11), (3.12), причем та-
ких, производная которых удовлетворяет при t " ! асимптотиче-
скому соотношению
y0(t) = ( 1s (1J1s(t)))
0[1 + jH1s(t)j  12 o(1)]; (3.22)
2) если ss =  1 и соблюдаются условия
s 6=  1
5
; 1; lim
t"!
 s(t)rs(t) = 0; lim
t"!
 2s(t)[rs(t)  hs(t)] = 0; (3.23)
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lim
t"!
 2s(t)
mX
i=1
i 6=s
pi(t)'i(
 1
s (1J1s(t)))
ps(t)'s(
 1
s (1J1s(t)))
= 0; (3.24)
то у дифференциального уравнения (1.1) существуют P!(Y0; 1)-ре-
шения, допускающие при t " ! асимптотические представления
y(t) =  1s (1J1s(t))
"
1 +
o(1)
 s(t)H1s(t)
#
; (3.25)
y0(t) = ( 1s (1J1s(t)))
0
"
1 +
o(1)
 s(t)jH1s(t)j 12
#
; (3.26)
причем таких решений существует двупараметрическое семейство
в случае, когда s 2
  1; 15.
Доказательство. С использованием второго из предельных соотно-
шений (3.9) нетрудно показать, что в случае существования конечно-
го или равного 1 второго из пределов (3.21), он может быть равен
только нулю. Кроме того, в работе А. Г. Черниковой [12] с заменой в
ней функции ' на 's было показано, что третий из пределов (3.21)
также равен нулю. Таким образом, имеем
lim
t"!
hs(t) = 0 и lim
y!Y0
y2Y0 (b)

'0s(y)
's(y)
0

'0s(y)
's(y)
2
sy'0s(y)'s(y)
 = 0: (3.27)
Кроме того, в силу (3.7), первого из условий (3.8), (3.1), (3.3) и
(1.6) существует число t0 2 [a; ![ такое, что  1s (1J1s(t)) 2 Y0(b)
при t 2 [t0; ![, и
lim
t"!
 1s (1J1s(t)) = Y0; lim
t"!
H1s(t) = 1: (3.28)
Применяя к уравнению (1.1) преобразование
y(t) =  1s (1J1s(t))
h
1 + y1(t)H1s(t)
i
;
y0(t) = 1p
1
2
0s(t)'
1
2
s ( 1s (1J1s(t)))j 1s (1J1s(t))j
1
2 [1 + y2(t)];
(3.29)
получим систему дифференциальных уравнений8>>>>>>><>>>>>>>:
y01 = h(t)H1s(t)
h
H2s(t)
H1s(t)
y1 + y2
i
;
y02 = h(t)
h
rs(t)  hs(t) + (1 + rs(t))y1   (1 + hs(t))y2+
+(1 + rs(t))(R(t; y1) +R1(t; y1)(R(t; y1) + 1 + y1))
i
;
(3.30)
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в которой
h(t) =
01q2s(t)
!(t)
;
R(t; y1) =
's

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

's
 
 1s (1J1s(t))
   1  y1;
R1(t; y1) =
mX
i=1
i6=s
ipi(t)'i

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

sps(t)'s

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1
 :
Функция R(t; y1) такова, что для любого " > 0 существуют  2
]0; 1[ и t1 2 [t0; ![ такие, что
jR(t; y1)j  (1 + ")jy1j2 при t 2 [t1; ![ и y1 2 D1; (3.31)
где
y1 2 D1 = fy1 : jy1j  g:
Выбрав произвольным образом число " > 0; далее систему урав-
нений (3.30) рассмотрим на множестве

 = [t1; ![D1 D2; где Di = fyi : jyij  g (i = 1; 2):
Покажем, что функция R1(t; y1) такова, что
lim
t"!
R1(t; y1) = 0 равномерно по y1 2 D1: (3.32)
Так как функции 'i при i 2 f1; :::; lg являются правильно меня-
ющимися при y ! Y0 (y 2 Y0(b)) порядков i; то в силу пред-
ставлений (1.4) с учетом свойств медленно меняющихся функций и
последнего из условий (3.28), имеем
'i
 
 1s (1J1s(t)) +
's
 
 1s (1J1s(t))

'0s
 
 1s (1J1s(t))
y1!
= 'i
 
 1s (1J1s(t))

1 +
y1
H1s(t)
!
=
 1s (1J1s(t))

1 +
y1
H1s(t)
 
i
Li
 
 1s (1J1s(t))

1 +
y1
H1s(t)
!
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=
 1s (1J1s(t))

1 +
y1
H1s(t)
 
i
Li(
 1
s (1J1s(t)))(1 + ri(t; y1))
= 'i(
 1
s (1J1s(t)))

1 +
y1
H1s(t)
i
(1 + ri(t; y1)); (i = 1; l); (3.33)
где функции ri(t; y1) таковы, что
lim
t"!
ri(t; y1) = 0 равномерно по y1 2 D1: (3.34)
Поскольку функция 's принадлежит классу  Y0(Zs) и в каче-
стве ее дополняющей функции может быть выбрана функция gs(y) =
's(y)
'0s(y)
, то на основании леммы 2.3 из работы [15] получим
lim
t"!
's

 1s (1J1s(t)) +
's(
 1
s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

's(
 1
s (1J1s(t)))
= lim
y!Y0
y2Y0 (b)
's

y + 's(y)'0s(y)
 y1

's(y)
= ey1 :
Поэтому
's

 1s (1J1s(t)) +
's(
 1
s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

= ey1's(
 1
s (1J1s(t)))[1 + rs(t; y1)] при t " !; (3.35)
где функция rs(t; y1) такова, что
lim
t"!
rs(t; y1) = 0 равномерно по y1 2 D1: (3.36)
В силу (1.6), (3.10), (3.33)–(3.36) имеем
lim
t"!
lX
i=1
ipi(t)'i

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

sps(t)'s

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

= lim
t"!
lX
i=1
ipi(t)'i(
 1
s (1J1s(t)))
h
1 + y1H1s(t)
ii
(1 + ri(t; y1))
sps(t)ey1's(
 1
s (1J1s(t)))(1 + rs(t; y1))
= 0 равномерно по y1 2 D1: (3.37)
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Если же i 2 fl + 1; :::;mg n fsg, то в силу выполнения условий (3.6)
для любого Ci > 1 существует t2i 2 [t1; ![ такое, что при t 2 [t2i; ![
ввиду монотонности функции 'i на промежутке Y0(b)
'i
 
 1s (1J1s(t)) 
'i
 
 1s (1J1s(t))

'0i
 
 1s (1J1s(t))
Cijy1j!
 'i
 
 1s (1J1s(t)) +
's
 
 1s (1J1s(t))

'0s
 
 1s (1J1s(t))
y1!
 'i
 
 1s (1J1s(t)) +
'i
 
 1s (1J1s(t))

'0i
 
 1s (1J1s(t))
Cijy1j! : (3.38)
Так как функция 'i при i 2 fl + 1; :::;mg принадлежит классу
 Y0(Zi) и имеет дополняющую функцию вида gi(y) =
'i(y)
'0i(y)
; то пе-
реходя в неравенстве (3.38) к пределу при t " !, с учетом свойств
функций из класса  Y0(Zi) (см. работу [15]) получим
e Cijy1j lim
t"!
'i
 
 1s (1J1s(t))

 lim
t"!
'i
 
 1s (1J1s(t)) +
's
 
 1s (1J1s(t))

'0s
 
 1s (1J1s(t))
y1!
 eCijy1j lim
t"!
'i
 
 1s (1J1s(t))

:
В силу последнего неравенства и (3.35) для каждого i 2 fl+1; :::;mgn
fsg имеем
lim
t"!
pi(t)e
 Cijy1j'i
 
 1s (1J1s(t))

ps(t)ey1's
 
 1s (1J1s(t))

(1 + rs(t; y1))
 lim
t"!
pi(t)'i

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

ps(t)'s

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

 lim
t"!
pi(t)e
Cijy1j'i
 
 1s (1J1s(t))

ps(t)ey1's
 
 1s (1J1s(t))

(1 + rs(t; y1))
;
откуда, с учетом (3.10) и (3.36), следует, что
lim
t"!
mX
i=l+1
i6=s
ipi(t)'i

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1

sps(t)'s

 1s (1J1s(t)) +
's( 1s (1J1s(t)))
'0s(
 1
s (1J1s(t)))
y1
 = 0
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равномерно по y1 2 D1: Из последнего соотношения и (3.37) следует
справедливость (3.32).
Далее, применяя к системе (3.30) преобразование
 =  s(t); y1(t) = z1(); y2(t) = jH1s(t)j  12 z2(); (3.39)
получим систему дифференциальных уравнений8<:
z01 = c11()z1 + c12()z2;
z02 = f() + c21()z1 + c22()z2 + Z1(; z1) + Z2(; z1);
(3.40)
в которой
f((t)) = s1[rs(t)  hs(t)];
c11((t)) =
01H2s(t)
jH1s(t)j 12
; c12((t)) = 1s; c21((t)) = s1(1+ rs(t));
c22((t)) = s1jH1s(t)j  12

 1
2
  hs(t) + 1
2
H2s(t)

;
Z1((t); z1) = s1R(t; z1)(1 + rs(t));
Z2((t); z1) = s1R1(t; z1)(R(t; z1) + z1 + 1)(1 + rs(t)):
Так как  0(t) > 0 при t 2 [t1; ![ и (t) ! +1 при t " !, то система
(3.40) задана на множестве [0;+1[D1 D2; причем в ней в силу
(1.6), (3.5), (3.27), (3.31) и (3.32)
lim
!+1 f() = 0; lim!+1 c11() = 0; lim!+1 c12() = 1s;
lim
!+1 c21() = s1; lim!+1 c22() = 0;
jZ1(; z1)j  (1 + ")jz1j2 при  2 [0;+1[ и jz1j  ;
lim
!+1Z2(t; z1) = 0 равномерно по z1 2 D1:
Характеристическое уравнение предельной матрицы коэффициентов
линейной части (3.40) имеет вид
2   ss = 0: (3.41)
Если ss = 1; то корни алгебраического уравнения (3.41) являются
вещественными числами разных знаков. В этом случае, согласно тео-
реме 2.2 из работы [19], система дифференциальных уравнений (3.40)
имеет однопараметрическое семейство решений (z1; z2) : [;+1[!
R2 (  0); стремящихся к нулю при  ! +1: Каждому из них,
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в силу замен (3.29) и (3.39), соответствует решение y : [t; ![! R
(t 2 [a; ![) дифференциального уравнения (1.1), допускающее асим-
птотические представления (3.11) и (3.22). Следовательно, справе-
дливо первое утверждение теоремы.
Пусть теперь ss =  1: Тогда корни уравнения (3.41) являются
чисто мнимыми и поэтому данный случай является “критическим”.
Применяя к системе (3.40) последовательно преобразования
z1() = u1(); z2() =
01
2
u1() + u2(); (3.42)
u1()
u2()

=

cos   s1 sin 
s1 sin  cos 

w1()
w2()

; (3.43)
wi() =
xi()

(i = 1; 2); (3.44)
получим систему дифференциальных уравнений вида
x0i = p()xi + g()
2X
m=1
Zim(; x1; x2) (i = 1; 2); (3.45)
в которой
p() =
1
2
(c11() + c22()) +
1

; g() =
1

;
функции Zij (i; j = 1; 2) непрерывны на множестве [0;+1[R20;
где R20 — некоторая окрестность точки (0,0), и в силу условий (3.23),
(3.24) таковы, что
Zi2(; 0; 0)  0 (i = 1; 2) на промежутке [0;+1[;
lim
!+1Zi1(; x1; x2) = 0 (i = 1; 2) равномерно по x1; x2 2 [ ; ];
lim
jx1j+jx2j!0
Zi2(; x1; x2)
jx1j+ jx2j = 0 (i = 1; 2)
равномерно по  2 [0;+1[:
Кроме того, выполняются условия
p() 6= 0 при  2 [0;+1[;

+1Z
0
p(x) dx
 = +1;
lim
!+1
g()
p()
=
2(s + 1)
5s + 1
:
В. М. Евтухов, Н. П. Колун 41
Поэтому для системы (3.45) выполнены все условия теоремы 1.2 из
работы [19]. Согласно этой теореме, система дифференциальных урав-
нений (3.45) имеет хотя бы одно решение (x1; x2) : [1;+1[! R2 (1 
0); стремящееся к нулю при  ! +1, причем, если s 2 ( 1; 1=5),
то таких решений существует целое двупараметрическое семейство.
Каждому такому решению системы (3.45) в силу замен (3.29), (3.39),
(3.42)–(3.44) соответствует решение y : [t2; ![! R (t2 2 [a; ![) диффе-
ренциального уравнения (1.1) с асимптотическими представлениями
(3.25), (3.26).
Выводы
В настоящей работе впервые для уравнения (1.1) установлены
условия существования P!(Y0; 1)–решений. Также найдены асимпто-
тические представления при t " ! (!  +1) для таких решений и их
производных первого порядка и выяснен вопрос о их количестве.
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